Feladat 1. Egy R gytiri egy I; és I idealjanak szorzatdn az I; I, komplexusszorzat
altal generalt additiv részcsoportot értjiik. Igazolja, hogy ez mindig idedlja R-nek.

Megoldas: Csak a szivétulajdonsdgot kell ellenérizni. Az I, éltal generdlt

additiv részcsoport altalanos eleme igl)iél) +- ign)ién), ahol igl), . el és

i, ilM € I, Tetszéleges r € R esetén
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hiszen I, idedl, valamint
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r(@Vis) 4 i) = D i i Y € I+ -+ L C LI,

hiszen I; ide4l.

Feladat 2. Mutassa meg, hogy az R gyliriinek nincs nemkonstans nemidentikus
homomorfizmusa énmagaba.

Megoldas: Legyen ¢ : R — R nemtrividlis gytirthomomorfizmus. Ekkor Ker ¢
valédi idedlja R-nek. Az R gyfirdi test, tehdt egyszerii, ennélfogva Ker ¢ trividlis
kell, hogy legyen. Ez azt jelenti, hogy ¢ injektiv.

Mivel

lo=(1-1)p=1p- 1y,
1o € {0,1}. Az injektivitds miatt 1o = 1.
Ha a természetes szam, akkor

és (—a)p = —ap = —a. Tehdt ¢ fix az egészek halmazan.
Ha g egy raciondlis szdm, akkor
p p py _
q-—p=qp-—p=(¢-~)p=pp=p,
q q q
fgy Ep = L. Tehdt ¢ a raciondlisok halmazén is fix.
Ha x > 0 valés, akkor

zp = (Va')p = (Vap)® > 0.

fgy ha z <y, akkor yp — zp = (y — x)p > 0, vagyis ¢ monoton néve.
A monotonitdst kihaszndlva minden valds c-re
Cp > supqp = supq = ¢,
q€Q q€Q
g<c g<c
és
cp < inf =inf g =c¢,
VIS I€0 qp 120 q
q>c qg>c
tehdt ¢ mindenhol fix.

Feladat 3. Tekintsiik a Zy feletti 3 x 3-as métrixgytirt gylr
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elemét. Van egy halmazunk, amelyben eredetileg csak az A matrix van. Fzutan

Gjabb matrixokat tehetiink a halmazba: ha egy X mar benne van, akkor 1 eurdért

beletehetjiik egy tetszOleges métrixszal vett szorzatit (megvalaszthatjuk, hogy a
1



szorzatban X elol vagy hatul van), ha pedig az X; és X mdtrixok benne vannak,
szintén 1 eurdért beletehetjiik az X7 + Xo matrixot. Hany eurdra van sziikségiink,
hogy a gytirli barmely elemét beletehessiik a halmazba?

Megoldas: Az A matrix nemelfajulé, {gy minden ngg—beli matrix el6all AX
alakban, tehat 1 eurdért akarmelyik matrixot be tudjuk tenni a halmazba.

Feladat 4. Egyszerti a Z x Q Abel-csoport endomorfizmusgytiriije?

Megoldas: Legyen ¢ az Abel-csoport egy endomorfizmusa, (1,0)p =: (a,b),
(0,1)¢ =: (¢,d). Ekkor a csoport minden (z,y) elemére

@e = L0 +y- 0. =2 @) +y-ed) =) (&} ).

(Ezt hasonléan lehet beldtni, mint a 2. feladatban azt, hogy ¢ fix a raciondlisok hal-
magzan. Ilyenkor kihasznéljuk azt, hogy a csoportban tetszoleges nemnulla egésszel
a b Ly i
¢ d leképezés nyilvan tényleg endo-
morfizmus lesz—feltéve, hogy joldefinialt. A joldefinidltsdghoz az kell, hogy minden
(z,y) € Z x Q esetén ax + cy egész legyen. Ez akkor fog teljesiilni, ha a egész, és
c=0.

fgy az endomorfizmusgytirti izomorf lesz az olyan ( g Z ) alakd matrixok

vald szorzas injektiv.) Az (z,y) — (z,y)

gytirtijével, amikre a egész, b és d pedig raciondlis. Egyszerii ez a gyirii? Nem:
elemei Q feletti fels6 triangularis matrixok, a felsé trianguldris matrixok gytriijében
pedig a szigoruan fels6 triangularis matrixok idedlt alkotnak:

{<8 g):bEQ}<{<g Z):aez,b,de(@}.



